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Äâèæåíèå âëàãè â êàïèëëÿðíî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Àëëåðà [1]. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êëàññè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Àëëåðà

ut = a(x , t)uxx + b(x , t)utxx

èçó÷åíû â ðàáîòå [2].
Îäíàêî, äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âëàãè
è ïðèìåñåé â ñðåäàõ ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé íàèáîëåå
ýôôåêòèâíû ìîäåëè, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè
ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Ìåòîä ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ äëÿ êðàåâûõ çàäà÷
äèôôóçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà
ðàçðàáîòàí â ðàáîòàõ [3] - [4].



Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ Àëëåðà äðîáíîãî ïîðÿäêà â äèôôåðåíöèàëüíîé è
ðàçíîñòíîé ïîñòàíîâêàõ. Ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ
ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷.



1.Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â äèôôåðåíöèàëüíîé

ïîñòàíîâêå

Â ïðÿìîóãîëüíèêå QT = {(x , t) : 0 ≤ x ≤ l , 0 ≤ t ≤ T}
ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x , t)

∂u

∂x

)
+∂β0t

∂

∂x

(
η(x , t)

∂u

∂x

)
−q(x , t)u+ f (x , t),

(1)
u(0, t) = 0, u(l , t) = 0, 0 ≤ t ≤ T , (2)

u(x , 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l , (3)

ãäå ∂γ0tu(x , t) = 1
Γ(1−γ)

t∫
0

us(x , s)(t − s)−γ ds äðîáíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà γ, 0 < γ < 1,
0 < c1 ≤ k(x , t), η(x , t) ≤ c2, q(x , t) ≥ 0 âñþäó íà QT .



Ëåììà 1. [3] Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(t) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé íà [0,T], èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

v(t)∂γ0tv(t) ≥ 1

2
∂γ0tv

2(t), 0 < γ < 1. (4)



Òåîðåìà 1. Åñëè
k(x , t) ∈ C 1,0

(
QT

)
, η(x , t) ∈ C 1,1

(
QT

)
, q(x , t), f (x , t) ∈

C
(
QT

)
, 0 < c1 ≤ k(x , t), η(x , t) ≤ c2, òî ðåøåíèå u(x , t) çàäà÷è

(1)�(3) óäîâëåòâîðÿåò àïðèîðíîé îöåíêå
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2
0 +
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 , (5)

ãäå M > 0 - èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

‖u‖2
0 =

l∫
0

u2(x , t)dx .



2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ïåðâîé êðàåâîé

çàäà÷è

Â ïðÿìîóãîëüíèêå QT ââåäåì ñåòêó ωhτ = ωh × ωτ , ãäå

ωh = {xi = ih, i = 0, 1, . . . ,N, hN = l} ,

ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0, τ j0 = T} .



Çàäà÷å (1)�(3) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

∆α
0tj+σ

y = Λ1y
(σ) + ∆β

0tj+σ
Λ2y + ϕ, (6)

1 ≤ i ≤ N − 1, 1 ≤ j ≤ j0 − 1,

y(0, t) = 0, y(l , t) = 0, 0 ≤ t ≤ T , (7)

y(x , 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l , (8)

ãäå

∆γ
0tj+σ

y =
τ1−γ

Γ(2− γ)

j∑
s=0

c
(γ,σ)
j−s y st

ðàçíîñòíûé àíàëîã äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïîðÿäêà
γ, 0 < γ < 1 [6],



σ = 1− max {α, β}
2

, ϕ = f (xi , tj+σ),

Λ1y = (ayx̄)x , aji = k(xi−1/2, tj+1)

Λ2y = (byx̄)x , bi = η(xi−1/2),

y (σ) = σy j+1 + (1− σ)y j ,
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (6)�(8) èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè
O(τ2−min{α,β} + h2).

Â ðàáîòå [5] áûëè ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè, ïîêàçûâàþùèå
ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ O(τ2−max{α,β} + h2).



Ëåììà 2. [4] Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(t) îïðåäåëåííîé íà ñåòêå
ω̄τ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

y j+1∆γ
0tj+σ

y ≥ 1

2
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0tj+σ
(y2), 0 < γ < 1. (9)



Òåîðåìà 2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (6)�(8) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà è
åå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé àïðèîðíîé îöåíêå
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√
by0
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 , (10)

ãäå ‖y‖2
0 = (y , y), ‖y ]|20 = (y , y ].



Èç àïðèîðíîé îöåíêè ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü
ðàçíîñòíîé ñõåìû ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ïîðÿäêó ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàöèè O(τ2−min{α,β} + h2).
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